Problem 1. Rozstrzygnadé, czy wielomian réznowartosciowy na R\ Q musi
by¢ réznowartosciowy na R.
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Rozwigzanie:

Liczbe rzeczywista t nazwiemy zta, jesli
1. t jest wymierna, lub
2. t jest niewymierna i f(t) = f(q) dla pewnej liczby wymiernej q.

Jest przeliczalnie wiele liczb wymiernych ¢, a kazda z wartosci f(q) jest
osiggana dla co najwyzej skoniczenie wielu argumentéw. A wigc liczb ztych jest
przeliczalnie wiele

Zauwazmy tez, ze na mocy zalozenia o réznowartoéciowosci na R\ Q , jesli
dla dwéch réznych liczb rzeczywistych x,y mamy f(z) = f(y), to co najmniej
jedna z liczb x,y jest wymierna (bo albo obie sa wymierne (1), albo jedna jest
wymierna a druga niewymierna, ale f(z) = f(y) (2)), tak wiec obie liczby z,y
sg zle.

Zalézmy nie wprost, ze f(x) nie jest réznowartosciowa na R. To oznacza, zZe
monotoniczno$é funkeji f(z) musi ulegaé¢ zmianie, wiec w pewnym punkcie xg
funkcja f ma ekstremum lokalne. Mozemy wybraé¢ takie liczby rzeczywiste s, t,
ze f([zo — s,z0]) = f([wo,xo + t]). To oznacza jednak, ze kazda liczba z prze-
dzialu [zg — s, 2] jest zla, wiec otrzymaliSmy nieprzeliczalnie wiele liczb zlych
(bo to przedzial), co stanowi sprzecznosé z

A wiec wielomian réznowartosciowy na R\ Q musi byé réznowartoéciowy na R.
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