Instrukcja oceny niepewndgci pomiarow w | Pracowni
Fizycznej.
Normy miedzynarodowe.

|. Wprowadzenie
W roku 1995, po wielu latach pracy, uzgodnionogdmynarodowe normy dotygeze
terminologii i sposobu oké&ania niepewnéci w pomiarach. Midzynarodowa Organizacja
Normalizacyjna (ISO) opublikowata ,Przewodnik” [1], ktory zostatgdazony na ¢zyk polski
[2]. Stosowanie norm ISO w zakresie obliczania i podawania wiggei pomiaréw jest
obowigzkiem, podobnym do obowzku stosowania uktadu [SI].

Il. Podstawowe pagjcia

1. Niepewna¢ a btad pomiaru
W przypadku pojedynczych pomiaréw stosujedireslenia:
Btad bezwzgtdny: A =x-x,

A
Btad wzgkdny: 6 =—,
Xo
gdziex— wart@¢ zmierzonay, — wartg¢ rzeczywista.

Wielkosci okreslone wzorami (1) i (2) & pojedyncz realizacy zmiennej losowej. W
praktyce wartéci rzeczywistych wielkéci mierzonych g nieznane i szacuje ¢si
niepewnaci pomiarowe wynikajace ze statystycznych praw rozrzutu pomiarow.

Niepewna¢ pomiaru — parametr zwizany z wynikiem pomiarucharakteryzujcy
rozrzut wartdci, ktory mana w uzasadniony sposob przygisdelkosci mierzone;.

Wszystkie pomiary obarczonea sniepewndciami pomiarowymi, ktére mana
zmniejszé stosujc lepsze przyrdy pomiarowe, lecz nie moa ich catkowicie
wyeliminowat.

2. Niepewnaé¢ standardowa wyniku pomiaru bezpwedniego wielkéci X, (oszacowanie
odchylenia standardowego).
Oznaczenie:u (uncertainty).
Sposoby zapisuu, u(x), u(stezenie NacCl).
Symbol x w konkretnej sytuacji naky zasipic symbolem mierzonej wielkoi
fizycznej.
Niepewnda¢ standardowa wzgedna:

u, (x)= ”E(X) 100% (1)

3. Ocena niepewnéci metoda typu A — oparta na metodzie okfania niepewn£ci
pomiaru drog analizy statystycznej serii wynikbw pomiaréw, wymaga odpowiednio
duzej liczby powtorzé pomiaru i ma zastosowanie deddw przypadkowych.

4. Ocena niepewnéci metodys typu B — obliczana na podstawie rozkiadu
prawdopodobigstwa przygtego przez eksperymentatora (prawdopodditiea
subiektywnego), ktory wykorzystuje wszystkie informacje o pomiarzeddtach jego
niepewndci. Ocena typu B ma by zastosowana w kdej sytuacji, zwtaszcza gdy
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statystyczna analiza nie jest fiwa. Stosuje s ja do oceny kidu systematycznego lub
dla jednego wyniku pomiaru.

5. Zlozona niepewnd¢ standardowa ug(y) jest niepewngcia wynikOw pomiarow
posrednich y = (X1, X2, X3,....%), gdzie symbolex;, X, Xs,...,Xk 0znaczaj k wielkosci
mierzonych bezpwednio. Jest ona obliczana (wyznaczana) z prawa przenoszenia
niepewndci pomiaru.

6. Niepewnaé¢ rozszerzona U lub U(y) jest miag pewnego ,przedziatu ufsoi"
otaczajcego wynik pomiaru pwedniego. Oczekuje gize w przedziale tym jest zawarta
dwza czs$¢ wartasci, ktore w rozgdny sposéb mma przypisa wielkosci mierzone;.
Wartas¢ U oblicza s§ mnazac ztazong niepewnd¢ standardow przez bezwymiarowy
wspotczynnik rozszerzenla

7. Wspoitczynnik rozszerzeniak jest mnanikiem zlazonej niepewngéci standardowej,
stosowanym w celu uzyskania niepedciagozszerzonej.

lll. Niepewndgci pomiaréw bezpdarednich

1. Metoda typu A obliczania niepewndci standardowe;

Ocena typu A opiera gina analizie statystycznej serii wynikgwomiarow. Wykonywanien
pomiarow bezpérednich jest odpowiednikiem losowamia elementowej probkix, Xz, ....Xn} Z
nieskaiczenie licznej populacji, ktgrstanows wszystkie meliwe do wykonania pomiary.
Jezeli warunki zapewniaj takqa sana dokladnd¢ niezalenych pomiaréw, to zmienna losowa,
jaka jest wynik pojedynczego pomiaru podlega rozktadowi normalnemu (Gaussa).

Zawynik pomiaru przyjmuje s¢ srednig arytmetyczng n wynikow pomiaréw:

1 n
X==3'%, 2)
ni=

ktora uznaje si za dobre oszacowanie (estymator) wanitprawdziwejxo.
Wartai¢ eksperymentalnego odchylenia standardowego charakigrggoj rozrzut wynikow
seriin pomiaréw tej samej wielléoi mierzonej mana wyznacz§ ze wzoru:

J( —1)-2( )

Takie odchylenie charakteryzujezly pomiar z osobna.

Niepewndcig standardowa wyniku sredniego x pomiaru wielkdci X nazywamy odchylenie
standardowe eksperymentaknedniej arytmetycznej, ktére oblicza gie wzoru:

_[a _
u(x)—J( 1)Z(x X)?. (4)

=1
UWAGA! Chocia niepewndé ta odnosi sido X jej symbolem jesti(X) a nieu(X).
Metoda regresiji liniowej
Ocenami niepewrsai typu A @ wszelkie inne metody okflania niepewnéci przy wyciu
metod statystycznych, w tym np. metoda regraspivej.

Zagadnienie polega na poprowadzeniu prostej

y=ax+h, (5)



jak najlepiej dopasowanej do zbioru punktéw ddéwiadczalnych X, y1), (X2, ¥2), ... &n, Yn),
pomigdzy ktorymi istnieje zalenos¢ liniowa, w celu uzyskania wago parametréwa i b
opisupcych prosi, oraz ich niepewnigi u(a) i u(b). Najczsciej wykorzystywana do tego celu
jest metoda najmniejszych kwadratéw. W przypadku, gdy niepewsci
przypisane punktom eksperymentalnymjexdnakowe, prowadzi ona do ngsijacych wzorow

naaib:
LMY (Zx)(Zy.) ©
(ZRNES () i
gdzie D:aniz—(ZXi) :

oraz na ich niepewnoi standardowe(a) i u(b):

u(a)=sy\E, u(b)=s, | = Z)‘ (8)

3y, - (ax +b)]?

gdzie s, =2 — : 9)

2. Metoda typu B obliczania niepewndci standardowej

Niepewnd¢ standardow szacuje si metod typu B w przypadku, gdy daginy jest tylko jeden
wynik pomiaru, albo gdy wyniki nie wykazyjrozrzutu. Wowczas niepewsto standardow
ocenia s na podstawie wiedzy o danej wiefkd lub o przedziale, w ktérym wako®
rzeczywista powinna simiesci¢. Nalezy podkréli¢, ze ocena niepewdoi metod, typu B,
podobnie jak metadtypu A, jest oparta na rozktadzie prawdopodasiea, z 4 réznica, ze
niepewnd¢ standardow typu B oblicza s na podstawie rozktadu prawdopodaisigva
przyjetego przez obserwatora.

1) Niepewnaé wzorcowania
W przypadku wynikéw nie wykazagych rozrzutu gidwa przyczyrm niepewndci pomiarow
jestniepewnai¢ wzorcowanialAgX.
Przyjmuje sig¢, ze najlepszym przyblizeniem niepewndci wzorcowania Agx jest wartosé
najmniejszej dziatki skali, zwana dziatlky elementarm uzytego przyrzadu.
Jej wartd¢ wynosi dla linijki 1 mm, suwmiarki 0,05 mngruby mikrometrycznej 0,01 mm,
termometru lekarskiego 0,1°C itd. itp.
Wytacznie od eksperymentatora zaleczy wartd¢ niepewndci wzorcowania zwikszy, czy
tez zmniejszy poza warto tej dziatki.

Niepewndi¢ wzorcowania przyrzadéw analogowych
W przyrzadzie analogowym jego ,dokladéd precyzuje tzw. klasa przysdu, ktora wyraa w
procentach stosunek niepewoomaksymalneix do petnego wychylenia miernika na danym
zakresie pomiarowym:



_ klasalzakres

B 10C (10)
Niepewnda¢ wzorcowania przyrzadow cyfrowych
W celu okrélenia niepewngci wzorcowania miernika cyfrowego najew instrukcji przyradu
znale¢ wartag¢ niepewndci wzorcowania, najezciej podam jako kombinacja liniowa
wartasci mierzonej i zakresu:
Agx = Ci[Wartosé mierzona + Cozakres pomiarowy, (11)
gdzie G i C; to wspotczynniki charakterystyczne dla danego niliex.

Niepewna¢ standardowa
Znajc wartag¢ niepewndci wzorcowaniadgx danego przyradu pomiarowego przy zataeniu,
ze rozkiad gstasci prawdopodobigstwa tej wielkdci jest rozkiadem jednostajnym
(prostokytnym), niepewné&t standardowa ni® zosta obliczona ze wzoru:

Ay X

V3

u(x) = (12)

2) Niepewnd¢ eksperymentatora
Druga przyczyrm niepewndci pomiarOw nie wykazuygych rozrzutu jestniepewndé
eksperymentatoralex, spowodowana przyczynami znanymi eksperymentaiorde od niego
niezalenymi. Eksperymentator korzysta ze swegdwdadczenia i wiedzy w celu okslenia
niepewndci A oraz wynikagcej std niepewnéci standardowej. Niepewdd standardow
eksperymentatora mpa oszacow@na podstawie rozktadu jednostajnego, wtedy:
A X
3
Za doktadné¢ eksperymentatora moa np. uznédoktadnd¢ odczytu z miernika analogowego
(do 1 dziaitki skali, do ¥ dzialki, itd.) uzal@ong od warunkéw panagych podczas pomiarow
(pospiech, hatas, zycie miernika (np. wykrzywienie wskazowki), czy wzppadku odczytu z
miernika cyfrowego wartd odpowiadajca przeskokowi ostatniej cyfry. deli istnieje kilka
czynnikow wptywagcych na uzyskany wynik, to spowodowane przez ngpewngci sumuje
Sie.

u(x) = (13)

3) Niepewnaé tablicowa
Niepewndciami obarczoneasrowniez wyniki zaczerpnjte z literatury, tablic matematycznych
lub kalkulatora. Jdi nie jest podana war§é odchylenia standardowego takich wynikdwrak
jest jakiejkolwiek informacji o niepewdoi, przyjmujemy,ze niepewndaé tablicowa Axx jest
réwna 10 jednostkom ostatniego miejsca dgtasigo. Niepewn& standardowa jest szacowana
na podstawie rozktadu jednostajnego:

u(x) = —=.

NE

4) Catkowita niepewnaé standardowa
Najczsciej przyczynki od niepewr$ai wzorcowania, niepewnoi eksperymentatora
I niepewndci tablicowej wysgpuja jednoczénie i wtedy niepewni standardowa szacowana
metody B powinna by obliczona ze wzoru:

0 = J(Adx)z + (A;x)z +H(0¥)*

(14)



V. Pomiar posredni. Prawo przenoszenia niepewrkei

W wiekszaici pomiarow fizycznych szukanej wielkbnie mana zmierzy bezpdrednio. Jest
ona wyznaczana z zatgosci funkcyjnej:

y= (X1, X2, X3,...X), (15)

gdziexy, Xo, Xs,...X« 0znaczag wielkosci mierzone bezpwednio, ak oznacza ich il€. Natomiast
u( X)), u(X,), u(X;), ..., u( X, ) oznaczaj niepewndci standardowe tych wielkoi.

Ztozona niepewnd¢ standardowa uc(y) wielkosci fizycznej y jest wyznaczana z prawa
przenoszenia (propagacji) niepewaio przy czym istotne jest oldienie czy wielkdci xi, Xo,
X3,...Xx zoStaty zmierzone ywomiarach skorelowanychczy nieskorelowanych

1. Wielko$¢ ztozona - pomiary bezpdrednie nieskorelowane

W pomiarach nieskorelowanych #da wielkos¢ mierzy s¢ w innym, niezalenym
doswiadczeniu (przy gyciu innego przyradu i w innym czasie).

Funkcja jednej zmiennej
Jezeli wielkos¢ y zalery tylko od jednej bezpoednio mierzonej wielkéei fizycznej o wartéci
X | przyjmupc, ze niepewnéé u(x) jest mata w poréwnaniu z wastha mierzory X, niepewnec
u(y) mazna obliczy jako iloczyn pochodnej funkcji i niepewsm u(x):

u(y) = U(X) (16)

Funkcja wielu zmiennych
Przyblizona ztozona niepewn&¢ standardow uc(y) wielkosci y, liczonej na podstawie
zmierzonych bezpgoednio wielk@ci x, oblicza s¢ korzystajc z prawa przenoszenia
niepewndsci pomiarow bezpgednich nieskorelowanych:

u.(y) :JZ[;{) u?(x) (17)

i=1

Powyzszy wzOr stanowi wyraz liniowy rozwigtia szeregu Taylora.
2. Wielkosé ztozona — pomiary bezpdrednie skorelowane

W pomiarachskorelowanychwielkosci sa mierzone bezpwednio za pomacjednego zestawu
doswiadczalnego w tych samych warunkach, aoAbez wprowadzania jakichkolwiek zmian w
uktadzie pomiarowym i w tym samym czasie. W pragtgenacza taze na przyktad wszystkie
pomiary w ztaonych uktadach elektrycznych pomiarami skorelowanymi.

Pomiary posrednie skorelowane —obliczeni&ciste.
W pierwszym kroku nale okreli¢ niepewndci standardowe wszystkiclk wielkosci
mierzonych bezpwedniou(x).
W drugim kroku naley okresli¢ korelacje mgdzy wynikami pomiarow wielk&ci zmierzonych
bezpdrednio. W tym celu korzystagsze wzoru, wynikajcego z rozwinicia w szereg Taylora:

uc(y)=\/2( ju (x)+ zzzay ay (.) (%) (x,x,) (18)

=1 i=1 j= |+l

gdzie



r(Xi,Xj)ZUU(Xi’Xj) (19)

ulx ) mlx,)
Jest estymatorem wspétczynnika korelacj'u(ai : xj) oznacza estymator kowariancji wietko
Xi 1 %.

Pomiary posrednie skorelowane —obliczenia uproszczone.
Z uwagi na bardzo skomplikowane obliczaniezettej niepewnéci standardowej wielkii
mierzonej pérednio o skorelowanych wielkoiach wegciowych (mierzonych bezgcednio)w
pracowniach studenckichwygodniej jest pogpowa nas¢pujaco:
Wyniki y; oblicza s¢ korzystagc z kompletu wynikéw pomiaréw bezfrednichk wielkosci Xg;
uzyskanych wi-tym pomiarzeyi= f(X1i, Xi, Xai,...-Xki). Seria wynikowy;, uzyskanych wn
pomiarach, stanowi probKHosowa podobnie jak w pomiarach bezpednich. Przyjmuje gj ze
wynikiem pomiaru péredniego jest:

1 n
y= *Z Yi, (20)
N
a ztazong niepewna¢ standardow wyniku okrela wzor:
1 & 5
u = = :
(Y) \/n(n_l);(y. y) (21)

V. Niepewna¢ rozszerzona i zapisywanie wynikow

Dla celéw komercyjnych, przemystowych, zdrowia izpeczéstwa zachodzi koniecze®
podania miary niepewroi, ktéra okréla przedziat otaczagy wynik pomiaru zawieragy duza,
z gory okrélona, czs¢ wynikow, jakie mana przypisé wielkosci mierzonej. Niepewnig taka
to niepewnai¢ rozszerzona (U(y) lub U) zdefiniowana wzorem:

U(y) = kudy), (22)
gdzie k to wspotczynnik rozszerzenia Jest to umownie prastia liczba, wybrana tak, by w
przedzialey + U(y) znalazta si wieksza¢ wynikdw pomiaru potrzebna do danych zastosowa
W zgodzie z midzynarodow praktyky do obliczenia U przyjmuje siumowry wartaé¢ k=2.
Wartasci inne mog by¢ stosowane tylko w szczegolnych przypadkach.

Typowe zastosowanie niepevéeo rozszerzonej na | Pracowni to wnioskowanie odzrgeci
wyniku z wartdcia tablicowg lub poréwnanie wynikdéw uzyskanychzrymi metodami.

Jezeli réznica uzyskanego wyniku i waka tablicowej Ay = y -y, jest mniejsza od warfoi

niepewndci rozszerzone(y), to znaczyze uzyskany wynik jest zgodny z waitty tablicowa,
w przeciwnym wypadku natg uzna uzyskany wynik za niezgodny z waitey tablicowna.

W przypadku poréwnania dwocharych niezalenych pomiarow tej samej wielkoi fizycznej,
do obliczenia niepewnroi rozszerzonej naky postry¢ sie wzorem:

U(y, - y,) =k July,) +u(y, )’ (23)
Wyniki pomiaréw uwaamy za rOwne w granicach niepewaiopomiarowej, jeeli
‘Y1_y2‘<u- (24)
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