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Prawa statystyczne i niepewnosci pomiarowe.

L. Zagadnienia

1. Statystyczne ujecie promieniowania korpuskularnego (rozktad Gaussa i Poissona w szczegdlnosci).
2. Podstawy teorii niepewnosci pomiarowych.

II.  Wstep teoretyczny

Promieniowanie jadrowe podlega prawom statystycznym. To znaczy ze nawet przy znanej szybkosci zliczen w
badanym zjawisku zarejestrowane liczby impulséw rozkladaja si¢ wokot pewnej wartosci najbardziej prawdopodobne;.
W przypadku kiedy liczba zliczen jest mata prawdopodobienstwo uzyskania k zliczen przy znanym natgzeniu n podczas
czasu t pomiaru opisa¢ mozna przy pomocy rozktadu Poissona :
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W rownaniu tym :

P, - prawdopodobienstwo uzyskania k zliczen w pojedynczym pomiarze

n — intensywnos¢ zliczen

t — czas trwania pomiaru.

Jezeli szybkos¢ zliczen nie zmienia si¢ w czasie wowczas rownanie (1.1) mozna zapisa¢ nastgpujaco:
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gdzie k - jest to wartos$¢ $rednia liczby zliczen

Rozktad Poissona jest niesymetryczny dla matych wartos$ci k. Wraz ze wzrostem j rozklad staje si¢ symetryczny

wzgledem k.-
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Rys. 1. Rozktad Poissona dla r6znych wartos$ci sredniej liczby zliczen.

Z (2.2) wynika, ze dla kazdej warto$ci k mozliwe jest urzeczywistnienie dowolnej liczby zdarzen k. Jednak nie
wszystkie one wystepuja z rowna czgstoscia. Wprowadzmy miarg fluktuacji wartos$ci x wokot wartosci $rednie;j.
Taka wielkoscia moze by¢ dyspersja

D, =[x—x G)

poniewaz D_# 0 oraz jest dodatnie.
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W przypadku, kiedy \/E >>] obserwujemy pelna symetri¢ i rozktad Poissona przechodzi w rozklad Gaussa, ktory

mozna opisa¢ pewna funkcja ciagla unormowana opisujaca prawdopodobienstwo otrzymania pewnej liczby zliczen w

przedziale
plk)=——=e * )
2tk
skad wielko$¢ y =k — k , majaca sens odchylenia liczby zdarzen k od jej wartosci $redniej rozklada sig¢ wg
|
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Na podstawie (2.5) mozemy obliczy¢ prawdopodobienstwo P(y1 Sy< yz) tego, ze wielko$¢ y znajduje si¢ w
przedziale od y; do y- .

B 1 Y2 _i
P(ylSySyz)—\/ﬁ}[e 2P (6)
Wyliczajac catke (2.6) otrzymujemy
P|y|<+/D)=0,682 ™
Plly|<2v/D)=0,954 ®)
P|y|<3vD)=0,997 ©)

Wynik do$wiadczenia mozna traktowaé jako przyporzadkowanie temu do$§wiadczeniu pewnej wartoSci X,
ktorej nie da si¢ doktadnie przewidzie¢ mimo sprecyzowania warunkéw doswiadczenia. Wykonywany pomiar
obarczony jest niepewnoS$cia pomiarowa i stanowi przyblizenie wartosci rzeczywistej.

Zalecany sposob zapisu wartosci x wielko$ci mierzonej jest nastepujacy:
standardowa: warto$¢ wielko$ci mierzonej (niepewnos¢ pomiarowa) jednostka;
na przyktad: g =9,78 1(76) m/S2
rozszerzona: (wartos¢ wielkosci mierzonej + niepewnos¢ pomiarowa)jednostka,
na przyktad: g = (9,78 +0,1 5) I’Ift/S2
przy czym obowiazuje zasada podawania 2 cyfr znaczacych niepewnosci.
Istnieja dwie podstawowe metody oceniania niepewnos$ci pomiarowych:
= metoda typu A — opiera si¢ na statystycznej analizie serii n pomiaréw, ktore tworza tzw. probe losowa.
Interesujacym nas parametrem jest odchylenie standardowe, ktorego estymator utozsamiany jest z niepewnoscia
pomiaru. Pozwala to jednak uzyska¢ niepewno$¢ zwiazana tylko z bledem przypadkowym;
= metoda typu B — obejmuje wszystkie inne sposoby oceny niepewnosci niz statystyczna analiza wynikoéw serii
pomiaréw. Glownie opiera si¢ ona na naukowym osadzie eksperymentatora wykorzystujacym wszystkie
informacje o pomiarze i zrodlach jego niepewno$ci. Metoda ta jest jedynym sposobem oceny bledu
systematycznego, ale moze by¢ zastosowana do oceny btedu przypadkowego jezeli dysponujemy wynikiem tylko
jednego pomiaru.

Jezeli jednocze$nie wystepuja oba rodzaje bledow (systematyczny oraz przypadkowy) to niepewnos$ci z nimi

zwiazane nalezy okresli¢ przy pomocy odpowiadajacej im metody a obydwa przyczynki zsumowaé geometrycznie.
Metoda typu A.

Wykonujemy serie n pomiaréw, w i-tym pomiarze uzyskujemy wynik NV,. Otrzymujemy pewna probe losowa,
ktéra traktujemy jako n realizacji zmiennej losowej o wartosci oczekiwanej E(N ) utozsamiang z warto$cia

rzeczywista N, oraz odchyleniu standardowym O . W wigkszosci przypadkéw srednia arytmetyczna N jest

najlepszym estymatorem wartosci rzeczywistej IV, . Srednia arytmetyczna liczby zliczen impulséw N z n pomiaroéw

rowna si¢:

TR 10

n
gdzie: n — liczba wykonanych pomiarow,
N; — liczba zliczen impulséw w i-tym pomiarze.
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Jezeli bierzemy pod uwagg liczbg zliczen impulséw N na jednostke czasu ¢ (tzw. szybkosc¢ zliczen /) to srednia
arytmetyczna tej wielko$ci otrzymana z n — pomiardw rowna si¢:

j: =l , Ii:_i

n t

(11)

gdzie: [; — szybkos¢ zliczen w i-tym pomiarze.

Miara rozrzutu wynikéw pomiaru jest parametr statystyczny zwany estymatorem odchylenia standardowego
lub odchyleniem standardowym eksperymentalnym, a ktéory w przypadku pomiaru szybko$ci zliczen I wyrazony jest
wzorem:

n

_1 i(Ni_N)z Z([i_j)z . (12)

=1 —1| =

SI

t n—1 n—1
Wielko$é S; mozna by utozsamia¢ z niepewnosécia pomiaru, gdyby$my za jego wynik przyjeli jakakolwiek i-ta wartosé

N;.. Poniewaz za wynik pomiaru przyjmujemy S$rednia arytmetyczna, niepewno$¢ pomiaru szybkosci zliczen
utozsamiamy z odchyleniem standardowym eksperymentalnym S$redniej arytmetycznej. Odchylenie standardowe

eksperymentalne s$redniej jest \/; razy mniejsze od wartosci odchylenia standardowego eksperymentalnego wobec

czego:

S- =

1

(13)

(14)

Wielkosci S;,8 ;7 sarowne prawdziwym wielkoSciom odchylenia standardowego tylko w granicy 77 — . Gdy liczba

pomiardw n jest skonczona, niepewno$¢ pomiaru znamy ze skonczong niezbyt wielka doktadnoscia:
Tabela 1.

Wzgledna niepewno$é oceny odchylenia standardowego S, S; dla serii n pomiarow (u nas x odpowiada liczbie

zliczen impulséw N w czasie t)

" 2 3 4 5 6 8 10 100
pomiardw
Nlef::;‘y‘os" 43% 38% 34% 31% 28% 25% 22% 7%

Z powyzszej tabeli wynika, ze powtarzanie pomiaru zmniejsza niepewnos$¢ spowodowana btedem przypadkowym i
umozliwia oszacowanie niepewnosci z coraz wigksza doktadnoscia.

Z zasady uwaza sig, ze trzeba wykona¢ co najmniej 6 —10 pomiaréw dla okre$lenia odchylenia standardowego.
Pozwala to na oceng niepewnosci z doktadnoscia rzedu 30-20%. Jednakze nadmierne zwigkszanie liczby pomiardw jest
niecelowe poniewaz zwigkszenie doktadnosci wraz ze wzrostem n jest bardzo powolne. Zmniejszenie wielkosci
niepewnosci osiggamy raczej droga poprawy techniki pomiaru oraz zwigkszeniem czasu poszczegdlnych pomiarow.

Wykonywanie matej liczby pomiaréw od 2 do 3 ma sens jako sprawdzian powtarzalno$ci wyniku pomiaru. Za
wynik pomiaru przyjmiemy wtedy $rednia arytmetyczna, ale nie nalezy oblicza¢ niepewno$ci w przedstawiony powyzej
sposob. W takim przypadku zastosujemy jedng z metod typu B.

Metoda typu B.

Jadra promieniotworcze rozpadaja si¢ z pewnym prawdopodobienstwem stalym w czasie, i tylko to $rednie
prawdopodobienstwo jesteSmy w stanie okresli¢. Nigdy nie mozemy przewidzie¢ kiedy konkretne jadro ulegnie
rozpadowi. To wtlasnie sprawia, ze liczba zliczen impulsow z preparatu promieniotworczego, jaka mierzymy w
ustalonym czasie, bedzie w kazdym pomiarze inna. Fluktuacje otrzymanej populacji probnej opisuje rozktad Poissona.
Impulsy pochodzace od preparatu promieniotwoérczego nie przychodza w réwnych odstgpach (technicznie mozna t
nawet zauwazy¢ obserwujac zachowanie przelicznika, ktéry zatrzymujemy dopiero po wyznaczonym okresie czasu),
lecz sa przypadkowo rozmieszczone ,,na osi czasu” analogicznie do rozmieszczenia zdarzen przypadkowych w definicji
rozktadu Poissona. Odchylenie standardowe w tym rozktadzie jest rowne pierwiastkowi z warto$ci oczekiwanej.
Opierajac si¢ na tym obliczamy niepewno$¢ standardowa pomiaru liczby zliczen impulsow N na podstawie
pojedynczego pomiaru
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u(N) =N . (15)

Jest to niezalezne od jakichkolwiek parametrow eksperymentu (czas, rodzaj zrodha, detektor, itd.). Natomiast
niepewno$¢ standardowa pomiaru szybkosci zliczen impulséw na podstawie pojedynczego pomiaru wynosi:

1)_—_\P-\f (16)

Wartos¢ wzglednej niepewnosci pomiaru szybkosci zliczen impulsow na podstawie pojedynczego pomiaru
obliczamy ze wzoru:

u, (1) “TI (17)

Niepewno$¢ wzgledna mozemy wyrazi¢ w procentach mnozac jej warto$¢ przez 100.

Analizujac wartoéci niepewnosci wzglednej pomiaru szybko$ci zliczen dojdziemy do wniosku, Ze jest ona
relatywnie duza. Wniosek jest nast¢pujacy: jednym sposobem polepszenia dokladno$ci pomiaru zmiennej podlegajace;j
rozktadowi Poissona jest zwigkszenie liczby zliczen czyli ,,uzyskanie dobrej statystyki”. Gdy warunki ¢wiczenia sa
ustalone uzyskanie tego celu moze nastapic jedynie poprzez wydtuzenie czasu pomiaru.

Niektorych wielkosci nie da si¢ zmierzy¢ bezposrednio. Wyznaczamy je na podstawie innych bezposrednio
mierzalnych wielkosci. Pomiar posredni okreslamy zaleznoscia funkcyjna

y=flx,xynx, ). (18)
Wielkosci wejsciowe X; posiadaja okreslone niepewnos$ci u( ) Niepewno$ci te przenosza si¢ — czyli propaguja — na

niepewnos$¢ zmiennej y.
Najprostszym przypadkiem jest funkcja bedaca wynikiem dodawania lub odejmowania dowolnej liczby
sktadnikow, czyli

yExtx, mxs o , (19)

wtedy niepewnos¢ zlozona U C( y)

”c(y) :\/uz(xl)+u2(x2)+... (20)

jest suma geometryczna niepewnosci sktadnikow.

W pomiarach wykonywanych za pomoca licznika G-M (i innych detektorow impulsowych) obserwowana
szybko$¢ zliczen jest z reguly suma dwu skladnikéw: pochodzacego od samego interesujacego nas zjawiska I, i
uwarunkowanego czynnikami ubocznymi w stosunku do niego (np. promieniowaniem kosmicznym, wytadowaniami w
samym detektorze, ... itp.) nazywanego ttem uktadu pomiarowego Ir (krotko ttem). Tak wigc mierzona szybkos¢ zliczen
jest rowna:

L,=1,+,01,=1,,-1I 1)

W celu wyznaczenia I, nalezy wykona¢ pomiar tta I, pomiar szybkosci zliczen 7+ 7.
Niepewno$¢ zlozona pomiaru szybkos$ci zliczen [, wynosi:

ucl,) = \Jult,, ] +ul,)? (22)

gdzie: M(I p+T) - niepewnos¢ pomiaru szybkos$ci zliczen impulséw sumarycznych — tla i zjawiska,

u ([ T) - niepewnos¢ pomiaru tla.

Poniewaz
\/ N, 1
( p+7) i oraz u = = |-+ s (23)
p+T tr tr
to
N N 1 1
”c(lp) = zp+T — = Pt (24)
tp+T tr tp+T tr

Wzgledna niepewnos¢ zlozona pomiaru szybkosci zliczen 1, wynosi:
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] p+T + ]l
Lyr  Ip . (25)
I ptT - IT
Niepewno$¢ ta mozna wyrazi¢ w procentach mnozac prawa strong przez 100.

W przypadku $redniej arytmetycznej niepewnos$¢ ztozona 1, wynosi:

(Sl =T Sl -T0)

n(n—l) m(m—l)

o D 1
1 pHT = —_ 5 Ir=- ’
n m
sumowanie przebiega od i=1 do n lub m, gdzie: m, n — liczba wykonywanych pomiarow.

) (26)

ulT,
gdzie:

27

Wszystkie powyzej przeprowadzone obliczenia, ogdlnie rzecz ujmujac, dotycza niepewnosci standardowych
co oznacza, ze W przedziale od y —u( y) do y +u( y) wartos$¢ rzeczywista znajduje si¢ z prawdopodobienstwem

68% (dla rozktadu Gaussa). Teraz interesuje nas wielkos$¢, ktora wybrana zostata tak, aby w analogicznym przedziale
znalazly si¢ prawie wszystkie wyniki pomiaréw. Wielko§¢ taka nazwano niepewnoscia rozszerzona U i jest ona
wielkos$cia pochodna od niepewnosci ztozonej pomnozona przez bezwymiarowy wspolczynnik rozszerzenia k.

W naszym doswiadczeniu niepewno$¢ rozszerzona pomiaru szybkosci zliczen impulsow z wybranego
preparatu promieniotworczego:

Ulz,)=kucl1,). (28)

Zgodnie z migdzynarodowa praktyka do obliczen przyjmujemy umowna warto$§¢ k=2, ktorej odpowiada
prawdopodobienstwo realizacji zmiennej losowej w przedziale niepewnosci pomiarowej rowne 95% dla rozktadu
Gaussa.

III. Cze¢$¢ doswiadczalna

A. Aparatura pomiarowa:

ATETA AT ETESR SIS TR T il R mIEAT T AT TSR SR RELT A4

Rys. 1. Zdjecie uktadu pomiarowego
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B. Wykonanie ¢wiczenia

1. Wiaczy¢ ukltad elektroniczny i sprawdzi¢ dziatanie uktadu przeliczajacego.
Ustawi¢ napigcie pracy licznika radiometru.
3. Wstawi¢ preparat promieniotwérczy do domku olowianego i przystapi¢ do pomiaru natgzenia

promieniowania zréodla [ =— (N — catkowita liczba zliczef, ¢t — czas pomiaru). Pomiar powtorzyé
t

5-krotnie przy niezmienionej geometrii uktadu. Czas pomiaru powinien wynosi¢ 30 s.
4. Zmierzy¢ nat¢zenie zrodia promieniotworczego wykonujac:
a) 15 pomiaréw — kazdy po 100 sekund;
b) 15 pomiaréw — kazdy po 300 sekund.
5. Wykona¢ pomiar tta 3-krotnie w czasie /00s po zakonczeniu pomiarow.
UWAGA: W trakcie pomiaréw nie zmienia¢ geometrii uktadu do§wiadczalnego.

C. Opracowanie wynikéw.

a) Na podstawie pomiaréw w punktach 3-5 obliczy¢:

- niepewnos¢ standardowa szybkosci zliczen impulséw i wzgledna niepewno$¢ standardowa;
- niepewno$¢ zlozona i wzgledna niepewnos¢ ztozona szybkosci zliczen impulsow;

- niepewnos$¢ zlozong dla $redniej arytmetycznej szybkosci zliczen;

- niepewnos$¢ rozszerzona szybkosci zliczen.

b) Na podstawie pomiaré6w w punkcie 5 obliczy¢:

- niepewno$¢ dla sredniej arytmetycznej szybkosci zliczen impulséw dla kazdej serii.

¢) Oceni€ rolg tla i czasu pomiaru w przeprowadzonym eksperymencie.
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